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0. Introduction
On appelle espace Lp (p ∈ [1,+∞)) tout espace de Banach de la
forme Lp(R, ν), ou` ν est une mesure bore´lienne sur R.
Soit Γ un groupe de´nombrable et soit p ∈ [1,+∞). On dit que Γ
posse`de la proprie´te´ de point fixe sur les espaces Lp si toute action
isome´trique de Γ sur un espace Lp posse`de un point fixe global. Pour
p = 2 cette proprie´te´ e´quivaut a` la proprie´te´ (T) de Kazhdan (voir [3]).
Une action isome´trique de Γ sur un espace vectoriel norme´ V est dite
propre si pour toute partie borne´e B ⊂ V le cardinal des g ∈ Γ tels que
gB ∩B 6= ∅ est fini.
Les re´seaux des groupes de Lie simples de rang supe´rieur ont la pro-
prie´te´ de point fixe sur tous les espaces Lp, p ∈ (1,+∞), [1]. A l’oppose´
les groupes de Coxeter, les re´seaux de SO(n, 1), de SU(n, 1), les groupes
moyennables, posse`dent, pour tout p ∈ [1,+∞), une action isome´trique
propre sur un espace Lp [9], [8]. Entre ces deux situations extreˆmes se
situent plusieurs groupes a` comportements interme´diaires. C’est le cas
des groupes hyperboliques de Kazhdan (dont les re´seaux cocompacts
de Sp(n, 1) sont des exemples). En effet, les groupes Gromov hyperbo-
liques posse`dent une action isome´trique propre sur un espace Lp pour p
assez grand [25] (voir aussi [5]), et les groupes de Kazhdan ont la pro-
prie´te´ de point fixe sur les espaces L2.
Le but de ces notes est de pre´senter un crite`re qualitatif qui im-
plique la proprie´te´ de point fixe sur les espaces Lp. Le re´sultat principal
(The´ore`me 0.1) est un the´ore`me de point fixe qui ge´ne´ralise a` p 6= 2
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un the´ore`me de A. Z˙uk [26] et de Ballmann-S´wia¸tkowski [2], et qui est
implicite dans l’article [13] de M. Gromov.
0.1. Pre´sentation des re´sultats.
Rappelons d’abord quelques de´finitions. Soit X un 2-complexe sim-
plicial, on de´signe respectivement par X0 et X1 l’ensemble de ses som-
mets et de ses areˆtes (non oriente´es). Pour x ∈ X0 on appelle link de x
le graphe suivant note´ L(x) : ses sommets sont en bijection avec les
areˆtes de X qui contiennent x, deux sommets de L(x) sont relie´s par une
areˆte si les deux areˆtes correspondantes de X bordent un 2-simplexe.
Ge´ome´triquement il est isomorphe au bord de l’union des 2-simplexes
de X qui contiennent x.
Soit L un graphe fini et soit p ∈ (1,+∞). On de´signe respectivement
par L0 et L1 l’ensemble des sommets et des areˆtes (non oriente´es) de L.
Le p-laplacien de L, note´ ∆p, est l’ope´rateur (non line´aire si p 6= 2)
de RL0 dans RL0 de´fini par
∀ u ∈ RL0 , ∀ s ∈ L0 : (∆pu)(s) = 1
val(s)
∑
t∼s
{u(t)− u(s)}p−1,
ou` val(s) de´signe la valence du sommet s dans L c’est-a`-dire le nombre
d’areˆtes contenant s, ou` t ∼ s signifie que t et s sont les extre´mite´s
d’une meˆme areˆte, et ou` par convention {x}p−1 = xp−1 si x ≥ 0, et
{x}p−1 = −|x|p−1 sinon.
On appelle valeur propre de ∆p tout nombre λ ∈ R pour lequel il
existe u ∈ RL0 non nul avec
∆pu = λ{u}p−1.
On note λ1,p(L) la plus petite valeur propre non nulle de ∆p.
The´ore`me 0.1. Soit p ∈ (1,+∞) et soit X un 2-complexe simplicial tel
que pour tout x ∈ X0 on ait λ1,p(L(x)) > 12 . Soit Γ un groupe agissant
sur X par automorphismes simpliciaux de manie`re proprement discon-
tinue et cocompacte. Alors Γ posse`de la proprie´te´ de point fixe sur les
espaces Lp.
Pour p = 2 le the´ore`me est duˆ a` Z˙uk [26] lorsque l’action de Γ sur X
est libre, et a` Ballmann-S´wia¸tkowski [2] dans le cas ge´ne´ral. La preuve
du the´ore`me utilise des applications harmoniques combinatoires. Cette
me´thode, dite de Garland, a e´te´ initie´e par Garland [11], Z˙uk [26] et
Wang [23], puis revue par Gromov [13]. Elle est encore mise en oeuvre
dans [19], [2], [24], [10], [15], [14]. Pour un panorama du sujet on
pourra consulter les articles expositoires [12], [20]. Re´cemment A. Naor
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et L. Silberman [18] ont e´tabli —par des me´thodes plus e´labore´es—
que les groupes ale´atoires de Gromov posse`dent plusieurs proprie´te´s de
points fixes, dont celle sur les espaces Lp.
0.2. Remarques et questions.
1) La proprie´te´ de point fixe sur les espaces Lp est surtout inte´ressante
pour p ≥ 2, en effet les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes [1] (voir
aussi [8]) :
• Γ posse`de la proprie´te´ (T).
• Pour tout p ∈ (1, 2], Γ posse`de la proprie´te´ de point fixe sur les
espaces Lp.
• Il existe p ∈ (1, 2] tel que Γ posse`de la proprie´te´ de point fixe sur
les espaces Lp.
2) Dans [2, The´ore`me 2], [4, §1.5.3], [22, §5], se trouvent des exemples de
groupes et de 2-complexes auxquels le The´ore`me 0.1 pourrait s’appliquer.
Toutefois on se heurte au proble`me de disposer d’exemples de graphes
finis qui satisfont λ1,p(L) >
1
2 pour p fixe´ (grand). Pour cette raison le
The´ore`me 0.1 ne permet pas, pour l’instant, de re´pondre a` la question
suivante :
Etant donne´ p fixe´ (grand), existe-t’il des groupes hyperbo-
liques qui posse`dent la proprie´te´ de point fixe sur les es-
paces Lp ?
Re´cemment A. Naor et L. Silberman [18] ont e´tabli plusieurs the´ore`-
mes de points fixes pour les groupes ale´atoires de Gromov. En particulier
ils apportent une re´ponse positive a` la question ci-dessus, en de´montrant
que les groupes ale´atoires de Gromov posse`dent cette proprie´te´. Leur
me´thode —inspire´e elle aussi de Gromov [13]— produit des groupes qui
posse`dent la proprie´te´ de point fixe sur les espaces Lp a` partir d’une
famille de graphes de grandes systoles et de constantes de Poincare´ Lp
uniforme´ment borne´es. N’importe quelle borne infe´rieure strictement po-
sitive leur suffit, contrairement au the´ore`me de Z˙uk et au The´ore`me 0.1
qui ne´cessitent la borne spe´cifique 1/2. De plus un argument simple duˆ
a` Matousek transforme une ine´galite´ de Poincare´ L2 en une ine´galite´ de
Poincare´ Lp avec une perte sur la constante. Ceci suffit a` Naor et Sil-
berman pour obtenir leurs re´sultats. Cela ne permet pas d’appliquer le
The´ore`me 0.1 car la perte est au moins e´gale a` un facteur 4 lorsque p > 2.
Ces dernie`res remarques ont e´te´ propose´es par l’un des rapporteurs, je
l’en remercie.
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3) Soit T l’arbre homoge`ne de valence k ≥ 3. Le bas du spectre du
p-laplacien sur `p(T0) est e´gal a` [6] :
λ1,p(T ) =
1
k
(
(k − 1) 1p − 1
)p
.
Pour p fixe´, il tend vers 1 lorsque k tend vers +∞. Cette observation
sugge`re qu’il pourrait exister de nombreux graphes finis dont la premie`re
valeur propre non nulle du p-laplacien est supe´rieure a` 12 .
4) Un graphe fini L tel que pour tout p ∈ (1,+∞) on ait λ1,p(L) ≥ a > 0,
est ne´cessairement de diameˆtre infe´rieur ou e´gal a` 2. En effet, en utili-
sant la Proposition 1.2, en e´levant les deux membres de l’ine´galite´ (1)
a` la puissance 1/p, et faisant tendre p vers +∞, on obtient que les
e´le´ments u ∈ RL0 satisfont
1
2
(supu− inf u) ≤ sup |du|.
En conse´quence, meˆme en dimension 2, le The´ore`me 0.1 ne donne pas une
nouvelle preuve du the´ore`me de Bader-Furman-Gelander-Monod [1] qui
e´tablit la proprie´te´ de point fixe sur tous les espaces Lp (p ∈ (1,+∞)) des
re´seaux des groupes d’automorphismes d’immeubles affines irre´ductibles
classiques de dimension au moins 2. Une question naturelle est de donner
une preuve ge´ome´trique de ce re´sultat, et de le ge´ne´raliser aux immeubles
affines non classiques.
5) Le The´ore`me 0.1 est e´nonce´, sans de´monstration et dans un cadre
un peu moins ge´ne´ral, dans mon papier [6]. La de´monstration de ce cas
particulier se trouve dans ma lettre [7].
Organisation du papier.
Chacun des trois premiers paragraphes du papier pre´sente un ingre´-
dient de la preuve du The´ore`me 0.1. Le premier interpre`te ge´ome´tri-
quement la premie`re valeur propre non nulle du p-laplacien d’un graphe
fini. Le second de´finit et de´crit ge´ome´triquement les applications p-har-
moniques combinatoires. Le troisie`me e´tudie l’existence d’applications
p-harmoniques en utilisant des ultra-limites d’actions. Le the´ore`me est
de´montre´ au quatrie`me paragraphe.
L’attention du lecteur est attire´e sur le fait que les preuves sont plus
simples et parlantes, si on suppose que le groupe Γ agit librement sur
le 2-complexe simplicial X et si X/Γ est un complexe simplicial. Nous
recommandons de faire ces hypothe`ses lors d’une premie`re lecture.
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1. Ine´galite´s de Poincare´ et p-laplacien
Soit L un graphe fini connexe. On le suppose sans boucle c’est-a`-dire
que les deux extre´mite´s de toute areˆte sont distinctes dans L. Dans ce
paragraphe on interpre`te ge´ome´triquement la premie`re valeur propre non
nulle du p-laplacien de L, en l’identifiant a` la p-constante de Poincare´
de L (Proposition 1.2). On en de´duit au Corollaire 1.4 une ine´galite´
ge´ome´trique qui est l’un des ingre´dients de la preuve du The´ore`me 0.1.
Orientons arbitrairement chaque areˆte de L. Pour toute fonction
u : L0 → R soit du sa diffe´rentielle, c’est-a`-dire la fonction de L1 de´finie
par du(a) = u(a+)− u(a−).
De´finition 1.1. Soit p ∈ [1,+∞). La p-constante de Poincare´ de L,
note´e pip(L), est la plus petite constante pi telle que pout toute fonction
u : L0 → R on ait
(1) inf
c∈R
∑
s∈L0
|u(s)− c|p val(s) ≤ pi
∑
a∈L1
|du(a)|p.
Rappelons que λ1,p(L) de´signe la plus petite valeur propre non nulle
du p-laplacien de L (voir l’introduction pour les de´finitions). On va
e´tablir la
Proposition 1.2. Pour p ∈ (1,+∞) on a λ1,p(L) = 1pip(L) .
Pour cela on introduit quelques objets et notations. Notons µ la me-
sure sur L0 de´finie par µ({s}) = val(s) pour tout s ∈ L0. On de´signe
par ‖ · ‖µ la norme suivante sur RL0 :
‖u‖pµ =
∑
s∈L0
|u(s)|p val(s),
et par 〈·, ·〉µ le produit scalaire :
〈u, v〉µ =
∑
s∈L0
u(s)v(s) val(s).
La p-norme de du est de´finie par :
‖du‖pp =
∑
a∈L1
|u(a+)− u(a−)|p.
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Soit Ψ: RL0 \ {0} → R de´finie par
Ψ(u) =
‖du‖pp
‖u‖pµ .
Lemme 1.3. Les valeurs propres de ∆p sont pre´cise´ment les valeurs
critiques de Ψ.
Preuve: Posons ϕ(u) = ‖du‖pp. On a pour h ∈ RL0 et u ∈ RL0 \ {0} :
DuΨ(h) =
1
‖u‖pµDuϕ(h)−
p
‖u‖2pµ
〈h, {u}p−1〉µ‖du‖pp.
De plus on a :
Duϕ(h) = p
∑
a∈L1
{u(a+)− u(a−)}p−1
(
h(a+)− h(a−)
)
=
p
2
∑
s∼t
{u(s)− u(t)}p−1(h(s)− h(t))
= p
∑
s∼t
h(s){u(s)− u(t)}p−1
= p
∑
s∈L0
h(s)
∑
t∼s
{u(s)− u(t)}p−1
= p〈h,∆pu〉µ.
Finalement, on obtient :
DuΨ(h) =
p
‖u‖pµ 〈h,∆pu−Ψ(u){u}
p−1〉µ.
Ainsi toute valeur critique de Ψ est une valeur propre de ∆p.
Re´ciproquement soit λ une valeur propre de ∆p et soit u 6= 0 satisfai-
sant ∆pu = λ{u}p−1. D’apre`s la formule de la diffe´rentielle de Ψ, pour
montrer que λ est une valeur critique de Ψ il suffit de voir que λ = Ψ(u).
L’e´galite´ ∆pu = λ{u}p−1 entraˆıne que
〈u,∆pu〉µ = λ〈u, {u}p−1〉µ.
Clairement le membre de droite est e´gal a` λ‖u‖pµ. Celui de gauche est
e´gal ‖du‖pp (par un calcul similaire a` celui de Duϕ(h)). D’ou` l’e´galite´
cherche´e.
Preuve de la Proposition 1.2: D’apre`s le Lemme 1.3 et sa de´finition,
λ1,p(L) est la plus petite valeur critique non nulle de Ψ.
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Soit u : L0 → R une fonction quelconque. Par stricte convexite´ la
fonction
c ∈ R 7→ ‖u− c‖pµ,
atteint sa borne infe´rieure en un unique nombre re´el note´ bp(u) et appele´
le p-barycentre de u. Un calcul montre que
bp(u) = 0 ⇐⇒
∑
s∈L0
{u(s)}p−1 val(s) = 0.
Donc Mp := {u ∈ RL0 ; bp(u) = 0} est une sous-varie´te´ (singulie`re en 0)
de RL0 . Remarquons que par de´finition
1
pip(L)
= inf
u∈Mp\{0}
Ψ(u).
Donc pour e´tablir la proposition il suffit de ve´rifier que les valeurs cri-
tiques non nulles de Ψ sont e´gales aux valeurs critiques de la restriction
de Ψ a` Mp \ {0}.
Soit u ∈ Mp \ {0}. En ajoutant a` u une fonction constante on ne
modifie pas sa diffe´rentielle du mais on augmente ‖u‖µ, donc une valeur
critique de la restriction de Ψ a` Mp \ {0} est aussi une valeur critique
de Ψ.
Re´ciproquement soit u ∈ RL0 \{0} un point critique de Ψ avec Ψ(u) 6=
0. En conside´rant a` nouveau la variation de Ψ dans la direction des
fonctions constantes, on voit que u appartient a` Mp.
Corollaire 1.4. Soit p ∈ (1,+∞) et soit V un espace Lp. Pour toute
application ϕ : L0 → V on a
inf
v∈V
∑
s∈L0
‖ϕ(s)− v‖pV val(s) ≤
1
λ1,p(L)
∑
a∈L1
‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV .
Preuve: Ecrivons V = Lp(R, ν). Si ν est une masse de Dirac alors
l’e´nonce´ du corollaire de´coule trivialement de la Proposition 1.2 et de
l’ine´galite´ (1). Le cas ge´ne´ral s’en de´duit en inte´grant l’ine´galite´ (1) par
rapport a` ν.
2. Applications p-harmoniques
Suivant M. Gromov [13, §3.11], on de´veloppe un formalisme harmo-
nique adapte´. Les techniques sont tre`s e´le´mentaires, elles reposent sur la
notion de p-barycentre dont la de´finition est la suivante.
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De´finition 2.1. Soit p ∈ [1,+∞), soit V un espace vectoriel norme´
quelconque, soit {vi}1≤i≤n une famille d’e´le´ments de V et soit {αi}1≤i≤n
une famille de nombres strictement positifs. On appelle p-barycentre du
syste`me {(vi, αi)}1≤i≤n tout minimum de la fonction convexe
v ∈ V 7→
n∑
i=1
‖v − vi‖pV αi.
Observons que dans un espace vectoriel norme´ strictement convexe,
le p-barycentre (s’il existe) est unique.
Soit a` pre´sent X un 2-complexe simplicial, et soit Γ un groupe agissant
sur X par automorphismes simpliciaux, de manie`re proprement discon-
tinue et cocompacte. Pour un simplexe (non oriente´) σ ⊂ X on note Γσ
le stabilisateur de σ dans Γ. Soit V un espace vectoriel norme´ et soit
Γ y V une action isome´trique de Γ sur V . Conside´rons l’espace affine
E = {ϕ : X0 → V ; ϕ est Γ-e´quivariante}. Il est naturellement isomorphe
au produit ∏
x∈Ξ0
V Γx ,
ou` Ξ0 de´signe un syste`me de repre´sentants des orbites de Γ dans X1, et
ou` V Γx ⊂ V est l’ensemble des vecteurs invariants par Γx. Pour x ∈ X0
l’espace V Γx est non vide car —Γx e´tant un groupe fini— le barycentre
affine d’une orbite quelconque de Γx dans V appartient a` V
Γx .
Soit p ∈ [1,+∞). Pour ϕ ∈ E on de´finit sa p-e´nergie, note´e E(ϕ), de
la fac¸on suivante. Soit Ξ1 ⊂ X1 un syste`me de repre´sentants des orbites
de Γ dans X1. On pose (comparer avec [15, p. 157]) :
E(ϕ) =
∑
e∈Ξ1
‖ϕ(e+)− ϕ(e−)‖pV
val(e)
|Γe| ,
ou` val(e) est la valence de l’areˆte e (c’est-a`-dire le nombre de 2-simplexes
de X contenant e). Elle est inde´pendante du choix de Ξ1. La proposition
suivante est imme´diate.
Proposition 2.2. L’action Γ y V posse`de un point fixe global si et
seulement si il existe ϕ ∈ E avec E(ϕ) = 0.
Elle motive la
De´finition 2.3. On dit que ϕ∈E est p-harmonique si E(ϕ)=infψ∈EE(ψ).
La prochaine proposition les caracte´rise localement :
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Proposition 2.4. Une application ϕ ∈ E est p-harmonique si et seule-
ment si pour tout x ∈ X0, ϕ(x) est un p-barycentre du syste`me {(ϕ(y),
val([xy])}y∼x.
Preuve: On suppose d’abord que X/Γ est sans boucle, c’est-a`-dire que
pour tout x ∈ X0, toute areˆte de X rencontre l’orbite Γ · x en au plus
une extre´mite´. Le cas ge´ne´ral s’y rame`nera graˆce a` une astuce.
Supposons qu’il existe x ∈ X0 tel que ϕ(x) ne soit pas un p-barycentre
du syste`me {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, et montrons que ϕ n’est pas p-harmo-
nique.
En modifiant de manie`re e´quivariante ϕ le long de Γ · x, seule change
la partie de E(ϕ) indexe´e par les areˆtes de Ξ1 dont l’une des extre´mite´s
appartient a` Γ ·x. Remarquons que E(ϕ) ne de´pend pas du choix de Ξ1.
Soit X1,x l’ensemble des areˆtes de X contenant x. Puisque X/Γ est sans
boucle on peut choisir Ξ1 de manie`re a` ce qu’il contienne un syste`me
de repre´sentants des orbites de Γx dans X1,x, note´ Ξ1,x. Alors aucune
des areˆtes de Ξ1 \ Ξ1,x ne rencontre l’orbite Γ · x. Donc en modifiant de
manie`re e´quivariante ϕ le long de Γ · x, seule change la partie de E(ϕ)
indexe´e par Ξ1,x. Ecrivons X1,x =
⊔
e∈Ξ1,x Γx · e, pour toute fonction
Γ-invariante f de X1 on a :∑
e∈X1,x
f(e) =
∑
e∈Ξ1,x
f(e)|Γx · e| = |Γx|
∑
e∈Ξ1,x
f(e)
1
|Γe| .
Prenons f(e) = ‖ϕ(e+)−ϕ(e−)‖pV val(e), on obtient que la partie de E(ϕ)
indexe´e par Ξ1,x vaut :
(2)
∑
e∈Ξ1,x
‖ϕ(e+)−ϕ(e−)‖pV
val(e)
|Γe| =
1
|Γx|
∑
y∈X0, y∼x
‖ϕ(x)−ϕ(y)‖pV val([xy]).
Puisque X/Γ est sans boucle l’orbite Γ · x ne rencontre pas les voisins
de x. Si ϕ(x) n’est pas un p-barycentre de {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, on peut
donc modifier ϕ de manie`re e´quivariante le long de Γ·x et diminuer stric-
tement la valeur du membre de droite de (2). On de´croit ainsi strictement
l’e´nergie, donc ϕ n’est pas p-harmonique.
Re´ciproquement si pour tout x ∈ X0, ϕ(x) est le p-barycentre du
syste`me {(ϕ(y), val([xy])}y∼x, alors en utilisant l’e´galite´ (2) on obtient
que ϕ est un point critique de l’e´nergie. Or la fonction e´nergie est convexe
sur l’espace affine E . Donc E(ϕ) est miminale.
Dans le cas ge´ne´ral (c’est-a`-dire si on admet les boucles) on conside`re
le reveˆtement d’ordre 2 de X1, note´
−→
X1, constitue´ des areˆtes oriente´es
de X. Soit
−→
Ξ1 un syste`me de repre´sentants des orbites de Γ dans
−→
X1. On
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voit facilement que
(3) E(ϕ) =
1
2
∑
~e∈−→Ξ1
‖ϕ(~e+)− ϕ(~e−)‖pV
val(e)
|Γ~e| ,
ou` Γ~e de´signe le stabilisateur dans Γ de l’areˆte oriente´e ~e.
Soit X−0 et X
+
0 deux copies de X0, et soit Y le reveˆtement double du
1-squelette de X de´fini comme suit : Y0 = X
−
0 unionsq X+0 , Y1 =
−→
X1, et les
extre´mite´s dans Y0 de toute areˆte ~e ∈ Y1 = −→X1 sont ~e− ∈ X−0 et ~e+ ∈
X+0 . Le groupe Γ agit sur Y et le quotient Y/Γ est sans boucle. Toute
application ϕ : X0 → V se rele`ve a` Y0 en l’application Γ-e´quivariante ϕ˜
de´finie par ϕ˜(x±) = ϕ(x). D’apre`s (3) on a E(ϕ˜) = 2E(ϕ), en effet
−→
Ξ1
est un syte`me de repre´sentants des orbites de Γ dans Y1.
Inversement e´tant donne´e une application Γ-e´quivariante ψ : Y0 → V ,
on lui associe une application ψ ∈ E par la formule
ψ(x) =
1
2
(ψ(x+) + ψ(x−)).
Puisque l’application v ∈ V 7→ ‖v‖pV est convexe on a :
(4) E(ψ) ≤ 1
2
E(ψ).
En effet, cela de´coule du fait que pour x, y ∈ X0 avec x ∼ y :
‖ψ(x)− ψ(y)‖pV = ‖
1
2
(
ψ(x+)− ψ(y−) + ψ(x−)− ψ(y+)
)
‖pV
≤ 1
2
(
‖ψ(x+)− ψ(y−)‖pV + ‖ψ(x−)− ψ(y+)‖pV
)
.
Supposons maintenant qu’il existe x ∈ X0 tel que ϕ(x) ne soit pas
un p-barycentre du syste`me {(ϕ(y), val([xy])}y∼x. Alors ϕ˜(x+) n’est pas
non plus un p-barycentre du syste`me {(ϕ˜(y−), val([xy])}y−∼x+ . Puisque
le quotient Y/Γ est sans boucle, il existe une application Γ-e´quivariante
ψ : Y0 → V telle que E(ψ) < E(ϕ˜) = 2E(ϕ). Alors l’application ψ
appartient a` E et satisfait E(ψ) ≤ 12E(ψ) < E(ϕ) d’apre`s (4). Ainsi ϕ
n’est pas p-harmonique.
Re´ciproquement soit ϕ ∈ E telle que pour tout x ∈ X0, ϕ(x) soit
un p-barycentre du syste`me {(ϕ(y), val([xy])}y∼x. Alors l’application
ϕ˜ : Y0 → V posse`de la proprie´te´ analogue. Puisque Y/Γ est sans boucle ϕ˜
est harmonique. Pour ψ ∈ E on obtient E(ψ) = 12E(ψ˜) ≥ 12E(ϕ˜) = E(ϕ).
Donc ϕ est p-harmonique.
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3. Ultra-limites
M. Gromov e´tudie dans [13, §3.6] le proble`me de l’existence d’une
application harmonique en utilisant des ultra-limites d’espaces me´triques
et d’actions. On pre´sente ici un re´sultat (Proposition 3.1) qui de´coule de
ses ide´es. Dans [14], [20] des re´sultats similaires sont obtenus par des
me´thodes voisines mais un peu diffe´rentes.
Commenc¸ons par rappeler quelques de´finitions, on renvoit a` [16], [17]
pour plus de de´tails. Soit ω un ultra-filtre non principal sur N, c’est-a`-dire
une mesure de probabilite´ finiment additive sur N telle que
• ω(A) = 0 ou 1 pour tout A ⊂ N,
• ω(A) = 0 si A ⊂ N est un ensemble fini.
Etant donne´e une suite (zn)n∈N de points d’un espace topologique Z, on
appelle ω-limite de (zn)n∈N tout z∞ ∈ Z tel que pour tout ouvert U ⊂ Z
contenant z∞, l’ensemble des n ∈ N tels que zn ∈ U soit de ω-mesure
pleine. On la de´note par ω-lim zn. Lorsque Z est un espace me´trique
compact toute suite posse`de une et une seule ω-limite.
Soit (Vn, ?n)n∈N une suite d’espaces vectoriels norme´s pointe´s avec
?n∈Vn. On appelle ultra-limite (relativement a` ω) de la suite (Vn, ?n)n∈N
l’espace vectoriel, note´ ω-lim(Vn, ?n) ou simplement Vω, de´fini par
Vω :=
{
(vn) ∈
∏
n∈N
Vn; sup
n
‖vn − ?n‖Vn < +∞
}
/ ∼,
ou` (vn) ∼ (wn) si et seulement si ω-lim ‖vn − wn‖Vn = 0. Il est muni de
la norme suivante : pour tout vω, wω ∈ Vω repre´sente´s par (vn), (wn),
‖vω − wω‖Vω := ω- lim ‖vn − wn‖Vn .
L’ultra-limite Vω est toujours complet (meˆme si les Vn ne le sont pas),
voir [17, Lemme 2.4.2]. En ge´ne´ral Vω n’est pas se´parable (meˆme si les Vn
le sont).
Proposition 3.1. Soit X, Γ, p, Γ y V , E comme au paragraphe 2.
On suppose que V est un espace de Banach et que E ne contient pas
d’application p-harmonique.
(i) Si infϕ∈E E(ϕ) > 0, alors il existe une suite (?n)n∈N de points
de V telle que l’espace Vω := ω-lim(V, ?n) posse`de les proprie´te´s
suivantes : l’action Γ y V se prolonge en une action isome´trique
Γ y Vω et il existe une application Γ-e´quivariante p-harmonique
de X0 dans Vω d’e´nergie non nulle.
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(ii) Si infϕ∈E E(ϕ) = 0, alors il existe des suites (?n)n∈N et (λn)n∈N,
avec ?n ∈ V et λn > 0, telles que l’espace Vω := ω-lim(λnV, ?n)
posse`de les proprie´te´s suivantes : les actions Γ y λnV induisent
une action isome´trique Γ y Vω et l’infimum des p-e´nergies des
applications Γ-e´quivariantes de X0 dans Vω est non nul.
Preuve: (i) Soit Ξ0 un syste`me de repre´sentants des orbites de Γ dansX0,
soit x0 ∈ Ξ0 une origine, et soit ϕn ∈ E telle que E(ϕn) ≤ infϕ∈E E(ϕ)+
2−n. On pose ?n = ϕn(x0) ∈ V , et on de´finit Vω = ω-lim(V, ?n).
Puisque Γ agit sur X de manie`re proprement discontinue et cocom-
pacte, il est de type fini. Soit S un syste`me fini de ge´ne´rateurs de Γ.
On conside`re la fonction de de´placement (relative a` S) de l’action de Γ
sur V :
∀ v ∈ V : δ(v) = max
g∈S
‖gv − v‖V .
La p-e´nergie de ϕn e´tant majore´e inde´pendamment de n, δ(?n) l’est aussi.
On en de´duit que l’action Γy V se prolonge en une action isome´trique
de Γ sur Vω. De meˆme la suite (ϕn)n∈N donne a` l’ω-limite une application
Γ-e´quivariante ϕω : X0 → Vω dont l’e´nergie vaut E(ϕω) = ω- limE(ϕn).
Montrons que ϕω est p-harmonique. Soit ψ : X0 → Vω une application
Γ-e´quivariante. Pour x ∈ Ξ0 choisissons une suite (wn)n∈N de points de V
qui repre´sente ψ(x). Puisque ψ(x) est Γx-invariant, on a
∀ g ∈ Γx : ω- lim ‖gwn − wn‖V = 0.
Donc en utilisant le barycentre affine on exhibe une application Γ-e´qui-
variante ψn : X0 → V telle que ψ soit l’ω-limite de la suite (ψn)n∈N. On
a donc
E(ψ) = ω- limE(ψn) ≥ inf
ϕ∈E
E(ϕ) = E(ϕω).
Ainsi ϕω est p-harmonique.
(ii) On utilise le lemme suivant qui est duˆ a` Y. Shalom ([21, Lemma 6.3]).
Lemme 3.2. Supposons que Γy V n’ait pas de point fixe global. Alors
pour tout n ∈ N il existe rn > 0 et vn ∈ V tel que :
δ(vn) ≤ rn
n
, et ∀ v ∈ B(vn, rn) : δ(v) ≥ rn
2n
.
Preuve du lemme: Nous reproduisons l’argument de [21] pour le confort
du lecteur. Tout d’abord si infv∈V δ(v) > 0 il suffit de choisir vn tel que
δ(vn) ≤ 2 infv∈V δ(v) et de poser rn = n infv∈V δ(v).
Un The´ore`me de Point Fixe sur les Espaces Lp 387
Supposons a` pre´sent que infv∈V δ(v) = 0. Soit n ∈ N. Il existe w1 ∈ V
avec δ(w1) ≤ 12n . Si δ(v) ≥ 14n pour tout v ∈ B(w1, 12 ), on pose vn = w1
et rn =
1
2 .
Sinon il existe w2 ∈ B(w1, 12 ) avec δ(w2) ≤ 14n . Si δ(v) ≥ 18n pour
tout v ∈ B(w2, 14 ), on pose vn = w2 et rn = 14 .
Cette construction par induction s’arreˆte apre`s un nombre fini d’e´ta-
pes. En effet si tel n’est pas le cas, elle produit une suite (wk)k∈N de
points de V telle que ‖wk+1 − wk‖ ≤ 2−k et δ(wk) ≤ 12kn . C’est une
suite de Cauchy dans V qui converge vers un point fixe de l’action de Γ,
ce qui contredit l’hypothe`se.
Fin de la preuve de la proposition: Avec les notations du lemme posons
λn =
n
rn
V , ?n = vn et notons δn la fonction de de´placement de l’action
de Γ sur λnV . On a alors δn(?n) ≤ 1 et δn(v) ≥ 12 pour tout v ∈
B(?n, n) ⊂ λnVn.
Puisque δn(?n) ≤ 1 les actions Γ y λnV produisent a` l’ω-limite une
action isome´trique de Γ sur Vω := ω-lim(λnV, ?n). Comme δn(v) ≥ 12
pour tout v ∈ B(?n, n) ⊂ λnVn, la fonction de de´placement de l’action
de Γ sur Vω est minore´e par
1
2 . Par suite l’infimum des p-e´nergies des
applications Γ-e´quivariantes de X0 dans Vω est non nul.
4. Preuve du The´ore`me 0.1
La preuve du The´ore`me 0.1 suit la strate´gie indique´e dans [13, §3.11].
Soit X, Γ, p qui satisfont aux hypothe`ses du the´ore`me, soit Γ y V une
action isome´trique de Γ sur un espace Lp, et soit E l’espace associe´ comme
au paragraphe 2. Dans un premier temps on suppose que E contient une
application p-harmonique et on de´montre que sa p-e´nergie est nulle. La
Proposition 2.2 implique alors l’existence d’un point fixe global. Dans
un second temps on montre que l’hypothe`se de la premie`re e´tape est
ne´cessairement satisfaite.
Premie`re e´tape : On suppose que E contient une application p-harmo-
nique ϕ, un “calcul magique” va entraˆıner que sa p-e´nergie est nulle. Il
s’appuie sur les expressions suivantes (dites de localisation) valables en
toute ge´ne´ralite´ (comparer avec [2, Lemme 1.3], [15, Lemme 3.2]) :
Lemme 4.1. Soit Ξ0 ⊂ X0 un syste`me de repre´sentants des orbites de Γ
dans X0. On a pour tout ϕ ∈ E :
(i) E(ϕ) = 12
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
∑
y∈X0,y∼x ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖
p
V val([xy]),
(ii) E(ϕ) =
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
∑
a∈L1(x) ‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖
p
V ,
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ou`, dans la seconde e´galite´, on a identifie´ le link de x avec le bord de
l’union des 2-simplexes de X qui contiennent x, et ou` on a oriente´ de
manie`re arbitraire chaque areˆte de L1(x).
Supposons le lemme e´tabli et montrons que E(ϕ) = 0. En utilisant
successivement le Lemme 4.1(i), le Corollaire 1.4 combine´ a` la Proposi-
tion 2.4, l’hypothe`se sur les λ1,p, et le Lemme 4.1(ii), il vient :
E(ϕ) =
1
2
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
∑
y∈X0,y∼x
‖ϕ(x)− ϕ(y)‖pV val([xy])
≤ 1
2
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
1
λ1,p(L(x))
∑
a∈L1(x)
‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV
≤
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
∑
a∈L1(x)
‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV
= E(ϕ).
De plus la dernie`re ine´galite´ est une ine´galite´ stricte si E(ϕ) 6= 0. Donc
certainement E(ϕ) = 0.
Pour comple´ter la premie`re e´tape reste a` donner la :
Preuve du Lemme 4.1: Notons d’abord que le lemme est imme´diat lors-
que Γ agit librement sur X et lorsque X/Γ est un complexe simplicial
(dans ce cas il est plus simple de raisonner sur le complexe simplicial
X/Γ).
Dans le cas ge´ne´ral, pour e´tablir l’e´galite´ (i), on conside´re le reveˆ-
tement d’ordre 2 de X1, note´
−→
X1, constitue´ des areˆtes oriente´es de X.
Soit
−→
Ξ1 un syste`me de repre´sentants des orbites de Γ dans
−→
X1. On voit
facilement que
E(ϕ) =
1
2
∑
~e∈−→Ξ1
‖ϕ(~e+)− ϕ(~e−)‖pV
val(e)
|Γ~e| ,
ou` Γ~e de´signe le stabilisateur dans Γ de l’areˆte oriente´e ~e. Puisque E(ϕ)
ne de´pend pas du choix de
−→
Ξ1 choisissons ce dernier comme suit. Pour
x ∈ X0 soit −−→X1,x ⊂ −→X1 l’ensemble des areˆtes oriente´es partant de x.
Pour x ∈ Ξ0 on choisit −−→Ξ1,x un syste`me de repre´sentants des orbites
de Γx dans
−−→
X1,x, et on pose
−→
Ξ1 =
⊔
x∈Ξ0
−−→
Ξ1,x.
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Comme
−−→
X1,x =
⊔
~e∈−−→Ξ1,x Γx · ~e, on a pour toute fonction Γ-invariante f
de
−→
X1 ∑
~e∈−−−→X1,x
f(~e) =
∑
~e∈−−→Ξ1,x
f(~e)|Γx · ~e| = |Γx|
∑
~e∈−−→Ξ1,x
f(~e)
1
|Γ~e| .
Prenons f(~e) = ‖ϕ(~e+) − ϕ(~e−)‖pV val(e) et sommons l’e´galite´ ci-dessus
sur tout les x ∈ Ξ0, on obtient la formule (i).
Pour e´tablir (ii) convenons d’appeler simplexe pointe´ de X tout cou-
ple (x, a) ou` x ∈ X0 et a ∈ L1(x) ⊂ X1. On note XS l’ensemble des sim-
plexes pointe´s de X. Etant donne´e une fonction Γ-invariante f : XS → R
la quantite´ ∑
σ∈ΞS
f(σ)
1
|Γσ| ,
ne de´pend pas du choix du syste`me de repre´sentants des orbites de Γ
dans XS , note´ ΞS .
Pour x ∈ X0 (resp. e ∈ X1) soit XS,x (resp. XS,e) l’ensemble des sim-
plexes pointe´s de la forme (x, a) (resp. (y, e)). Soit ΞS,x (resp. ΞS,e)
un syste`me de repre´sentants des orbites de Γx (resp. Γe) dans XS,x
(resp. XS,e). En prenant
ΞS =
⊔
x∈Ξ0
ΞS,x,
et graˆce a` des arguments semblables a` ceux utilise´s pour montrer l’e´ga-
lite´ (i), on obtient :
(5)
∑
σ∈ΞS
f(σ)
1
|Γσ| =
∑
x∈Ξ0
1
|Γx|
∑
σ∈XS,x
f(σ).
De meˆme en prenant
ΞS =
⊔
e∈Ξ1
ΞS,e,
on obtient :
(6)
∑
σ∈ΞS
f(σ)
1
|Γσ| =
∑
e∈Ξ1
1
|Γe|
∑
σ∈XS,e
f(σ).
Pour σ = (x, a) posons f(σ) = ‖ϕ(a+)− ϕ(a−)‖pV . Les relations (5), (6)
entraˆınent l’e´galite´ (ii).
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Seconde e´tape : On suppose ici qu’il n’existe pas d’application p-har-
monique dans E . On va aboutir a` une contradiction. On distingue deux
cas.
1) infϕ∈E E(ϕ) > 0. D’apre`s la Proposition 3.1(i), il existe une suite
(?n)n∈N de points de V telle que l’espace Vω := ω-lim(V, ?n) posse`de
les proprie´te´s suivantes : l’action Γ y V se prolonge en une action
isome´trique Γy Vω et il existe une application Γ-e´quivariante p-harmo-
nique de X0 dans Vω d’e´nergie non nulle. Soit ϕω une telle application.
Par passage a` l’ω-limite les ine´galite´s larges persistent, donc le Corol-
laire 1.4 est vrai pour Vω. En appliquant la premie`re e´tape a` Vω et ϕω
on obtient E(ϕω) = 0, contradiction.
2) infϕ∈E E(ϕ) = 0. D’apre`s la Proposition 3.1(ii), il existe des suites
(?n)n∈N et (λn)n∈N telles que l’espace Vω := ω-lim(λnV, ?n) posse`de
les proprie´te´s suivantes : les actions Γ y λnV induisent une action
isome´trique Γy Vω et l’infimum des p-e´nergies des applications Γ-e´qui-
variantes de X0 dans Vω est non nul. A nouveau le Corollaire 1.4 est vrai
pour Vω. On est ramene´ au premier cas de la seconde e´tape avec Vω a` la
place de V . Contradiction.
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